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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. 
Представление Вейерштрасса (спинорное представление) по­
верхностей в трехмерном евклидовом пространстве состоит в сле­
дующем. 
Поверхность задается (локально) формулами 
х 1 = х 1 (0) + / (~ (Фi + Фr) dz - ~ (Ф~ + ф~) dz), 
где z - конформный параметр на поверхности, ф = (Ф1, 'Ф2) т ре­
шение уравнения Дирака 
V-ф =О 
и V - оператор Дирака с некоторым вещественным потенциалом 
И (z, z) 
При И = О мы получаем классическое представление 
Вейерштрасса·-Эннепера минимальных поверхностей . Для общих 
поверхностей по-видимому впервые оно появилось в работе Эйзен­
харта1, в которой условие на 'Ф было выписано в виде уравнения 
t L.P. Eisenhart, цА treatise on the differential geometry of curves and surfaces", 
1909. 
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второго порядка. на скалярную функцию Ф 1 . В форме, испольЗ} '­
ющей уравнение Дирака, это представление было переписано Ко­
нопельченко2 , использовавшим его для задания локальных соли­
тонных деформаций поверхностей посредством модифицирован­
ного уравнения Веселова-Новикова. В работе Тайманова3 введе­
но глобальное представление Вейерштрасса замкнутых поверхно­
стей рода g ~ 1 и в случае торов доказано , что модифицированное 
уравнение Веселова-Новикова индуцирует деформацию торов, со­
храняя при этом конформную структуру и значение функционал а 
Уиллмора 
W(M) = 4 { u2idz Л di = { H2dµ, lм 2 lм 
где М - тор , Н - средняя кривизна, dµ -- элемент площади. 
При этом Таймановым был предложен новыii подход к исследова­
нию гипотезы Уиллмора, основанный на установленной в работе 
Тайманова4 связи функционала Уиллмора и спектральной кривой 
оператора Дирака. 
В работе Тайманова5 подход, основанный на операторе Ди­
рака, был применен к изучению поверхностей в 83 = SU (2). В 
данной диссертации эта техника используется для исследования 
поверхностей в следующих трехмерных группах Ли со специаль­
ными левоинвариантными метриками (геометриями Терстона): 
нильпотентная группа Гейзенберга Nil, 
универсальная накрывающая SL2 группы SL(2), 
разрешимая группа Sol . 
2 Konopelcher1ko В. G . Induced surfaces and their integraЫe dynamics // Stud. 
Appl. Math. 1996. V. 96. Р. 9-52. 
3 Taimanov 1. А . Modified Novikov-Veselov equation and differential geometry 
ofsurfaces // Amer. Matb. Soc. Тransl. Ser. 2. 1997. V . 179. Р. 133-151. 
4 Тайманов И. А. Представлеп11е Вейерштрасса замкнутых поверхностей в 
IR3 // Функциональный анализ и его прил . 1998. Т. 32, Nt4 . С . 49-62. 
5Тайма.юв И. А. Операторы Дирака и конформные ~mварианты торов в R.3 
// Тр . Мат. нн-та им. В. А . Стеклова РАН. 2004. Т. 244. С. 233-263. 
Цель работы. 
Нахождение аналога представления Вейерштрасса для поверх­
ностей в группах: Nil, SL2 и Sol . Изучение приложений такого 
представления для исследования поверхностей постоянной сред­
ней кривизны (в частности минимальных поверхностей) в этих 
группах. 
На.,хождения аналога функционала Уиллмора для поверхно­
стей в группе Nil и изучение его связи с геометрией поверхностей 
в этой группе . 
Описание поверхностей постоянной средней кривизны в N il , 
позволяющее применять методы теории интегрируемых систем. 
Методы исследований. 
В работе применяются теория представления Вейерштрасса и 
теория оператора Дирака. 
Научная новизна. 
Результаты диссертации являются новыми и заключаются в 
следующем. 
Получ~о представление Вейерштрасса поверхностей в груп­
пах Nil, SL2 и Sol, наделенных терстоновскими метриками и, в 
частности, получено представление минимальных поверхностей в 
этих группах . С помощью этого представления, выведены ана­
J!О_ГИ дифференциала Хопфа для поверхностей в группах Nil и 
SL2 . Для поверхностей в Nil доказано, что дифференциал Хоп­
фа голоморфен если и только если поверхность имеет постоянную 
среднюю кривизну. 
Для поверхностей в группе Nil, исходя из спектральной тео­
рии оператора Дирака, выведен аналог функционала Уиллмора 
(функционал спинорной энергии). Показано, что среди сфер вра­
щения, минимум функционала спинорной энергии равен 7Г и до­
стигается в точности на сферах постоянной средней кривизны, на 
торах вращения функционал спинорной энергии строго больше 
нуля . Доказано , что сферы постоянной средней кривизны явля­
ются критическими точками функционала спинорной энергии . 
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Доказано , что поверхностп 1rостоянной средней кривизны D 
группе Nil, в окрестности неомбилической точки, описываются 
решениями эллиптического уравнения Sinh-Gordon , удовлетворя­
ющими "условию вещественности" . Это "условие вещественно­
сти" представлено в диссертации в виде дополнительного урав­
нения. 
Теоретическая и практическая ценность. 
Работа носит теоретический характер. Ее результаты и мето­
ды могут быть использованы для изучен~ теории поверхностей 
в трех трехмерных многообразиях Nil , S L2 и Sol , снабженных 
['еометрпями Терстона, и также других трехмерных однородных 
пространства."'< . Результаты работы могут быть использованы спе­
циалистами по дифференциальной геометрии и интересны специ­
алистам в области дифференциальных ураDнений и математиче­
ской физики . 
Апробация работы. 
По результатам диссертации были сделаны доклады на следу­
ющих российских и международных конференциях: 
• «Геометрия « В целом», топология и их приложения » (Харь­
ков, Украина, 22-26 июня 2009 г.) . 
• «Математика в современном мире» (Новосибирск, 17- 23 сен­
тября 2007 г.) . 
• «Third Russian-Germaн Geomctry Meeting dcdicatecl to 95th 
Ьirthday of A.D.Alexandrov» (Санкт-Петербург, 18- 23 июня 
2007 г. ) . 
• «Progress in Surface Theory» (Обервольфах, Германия , 29 
апрсля-5 мая 2007 г.) . 
• «Математика. Механика. Информатика» (Челябинск, 19 -22 
сентября 2006 г.). 
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• « Международная научная студенческая конференция» (Но­
восибирск , 11 -13 апреля 2006 г. ) . 
Кроме того, результаты диссертации докладывались на сле­
дующих семинарах Института математики им . С. Л. Соболева СО 
РАН: семинар «Геометрия, топология, и их приложения» (руко­
водитель чл.-корр . РАН И . А . Тайманов), семинар отдела анализа 
и геометрии (руководитель академик РАНЮ . Г. Решетняк) . 
Публикации. Основные результаты диссертации опублико­
ваны в трех работах автора, список которых приведен в конце 
автореферата [1-ЗJ . 
Структура и объем работы. Диссертация состоит из вве­
дения, трех глав и списка литературы, включающего 21 наимено­
вание. Общий объем диссертации составляет 77 страниц. 
КРАТКОЕ СОДЕР)КАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении описываются основные результаты диссертации 
и дается краткий обзор по теме диссертации . 
В первой главе ввод~ся представление Вейерштрасса по­
верхностей в группах Nil, SL2 и Sol, изучаются следствия такого 
представления и определяется функционал спинорной энергии за­
мкнутой поверхности в группе Nil, который затем представляется 
в геометрических термина.\:. 
Описание групп Nil, SL2 и Sol наделенных тсрстоновскими 
метриками приводится в §1.4 диссертации . Там же, на языке ле­
воинвариантных векторных полей, приводятся формулы для связ­
ности Леви-Чевиты отвечающей терстоновским метрикам . 
Пусть f : М -+ G погружение поверхности в трехмерную 
группе Ли G, наделенную левоинвариантной метрикой . Выберем в 
некоторой окрестности на поверхности М конформный параметр 
z. В §1.2 объяснено, что поверхность J(M) локально может быть 
т представлена в термина.х порождающих спиноров ф = ( Ф1, t/12) , 
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удов,;1етворяющих уравнению Дирака 
где потенциалы И и V выражаются через ф1 , Ф2 и среднюю крн­
визну поверхности Н. 
При этом поверхность восстанавливается по ф = (ф1 , Ф2) т ре­
шением следующего уравнения в группе G 
- l i -2 2 1 -2 2 -
g 9z = 2(Ф2 + Ф1)е1 + 2(Ф2 - Ф1)е2 + Ф1Ф2ез, 
где е 1 , е2, ез некоторый ортонормированный базис алгебры Ли 
группы G. Теми же символами мы будем обозначать соответству­
ющие левоинвариантные векторные поля. Базисы выбраны так, 
что интегральные кривые полей ез в Nil и SL2 являются осями 
вращения этих групп. Этот подход реализуется далее для групп 
Nil, SL2 11 Sol. Основными результатами первой главы являются 
следующие теоремы и их следствия. 
Для поверхностей в группе Nil справедлива 
Теорема 1. Для поверхности в Nil ее поро:ждающий спшюр 
ф = ( 1/J1, 1/;2) т удовлетворяют урав'l-1еншо Дирака 
[( О д ) ( UC'lil О )] DNii ф = -д О + О VNi1 ф = О, 
н 2 2 i 2 2 
Uc-;i) = VNil = 2ОФ11 + IФ2I ) + 4(IФ2I - l'Ф11 ). 
Более того, вектор-функция ф, удовлетворяющая уравненшо Ди­
рака, является поро:>tедающим сп-иноро.м некоторой поверхности 
в Nil. 
Записывая у.fавнения Гаусса-Вейнгартена в терминах сшшо­
ров ф = ('Ф1,'Ф2) , как следствие их совместности, получаем неко­
торые аналоги уравнений Кодацци, из которых прямым образом 
вытекает 
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Следствие 2. Для повер.пшстс-й и Nil квадраmu"l.и'Ый д1tф 
фереициал 
голоморфен. 
- 2 Z3 2 ( ., ) Adz = А + --- dz 2Н +i 
В следствии 2 по определению А : = ('Vt:fz,n), где 'V ·-- свяэ­
ность Леви-Чевиты, n - вектор нормали к поверхности, fz = U 
-- касательный вектор принадлежащий пространству T/(z)Nil 0<С 
и (., .) скалярное произведение n пространстве Tf(z)Nil распро­
страненное по линейности на T/(z)Nil 0 С. Функция Zз опреде­
ляется нз разложения fz = Z1e1 + Z2e2 + Zзез или что то же 
Zз = Uz, ез) . Квадратичный дифференциал Adz2 далее будем на­
зывать обобщенным дифференциалом Хопфа шш просто диффе­
ренциалом Хопфа. 
Более того, верно следующее 
Предложение 3. Если дифференциал Хоnфа Adz2 голоморф­
ный, то поверхность в Nil имеет постоянную среднюю крив-из­
ну. 
Для поверхностей в группе S L2 справедлива 
Теорема 2. Для поверхности в группе SL2, ее порождаюш;ий 
сnшюр ф = ( Ф1, Ф2) т удовлетворяет уравненшо Дирака 
Любая. вектор-функция ф = ( Ф1, Ф2) 1 , удовлетворяющая уравне­
ншо Дирака, яв~ется порождающим спинором для некоторой 
поверхности в S L2 . 
Как и в случае Nil, ю уравнений Кодацци вытекает следую­
щий результат. 
Следствие 4. Дл.я поверхностей nосто.яннои сред-ней крuт.~з­
ны в SL2 квадратичшхй дифференциал. 
гол.аморфен. 
Adz2 = (А + z~ i ) dz2 
Н- 2 
В совместной работе Абреша и Розенберга6 было показано, 
что для поверхностей постоянной средней кривизны в 8 2 х JR и 
Н2 х ~ некоторые квадратичные дифференциалы голоморфны и 
это же утверждение было~нонсирова.но в их совместной работе7 
для поверхностей в Nil, SL2 и других трехмерных геометриях с 
четырехмерной группой изометрий. При выводе дифференциалов 
Хопфа в диссертации использован другой подход. Тем не менее, 
тщательный анализ показывает, что дифференциал, предложен­
нь~ работе7, имеет вид (Н +iт)Adz2 , где т равно~ и-~ для Nil 
и SL2 соответственно . 
Если дифференциал Adz2 на поверхности в SL2 голоморфен, 
то поверхность необязательно имеет постоянную среднюю кривиз­
ну (примеры построены в совместной работе Фернанде.з и Мира.8 ). 
Для поверхностей в Sol справедлива 
Теорема 3. Пусть отображение J : М ~ Sol задает nоверх­
}Юсmь. Обозначим через в nодмно:жество м, где Zз = и- 1 fz, ез) 
=О . Пусть Во - внутреmюстъ В, и пусть С - nодмнож;ество 
в М, вЬtдел.енное нераАеиством Zз "#О. Поскольку Л.f = Во U С, 
6 Abresch U., Rosenberg Н . Tl1e Hopf differential for constant mean curvature 
surfaces in 5 2 х IR and Н2 х R / / Acta Math. 2004. V. 193. Р. 141-174. 
7 Abresch U., R.osenberg Н. Generalized Hopf differentials // Mat . Contemp. 
2005. V. 28. Р. 1-28. 
8 Fernandez 1., Mira Р. А characterization of constant mean curvat.ure surfaces 
in homogeneous 3-manifolds // Diff. Geom. Appl. 2007. V. 25. Р. 281-289. 
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множество В \ Во дР::>1сит в за.м'Ьlкании С мно:11сества С и ил.~с 
ет нулевую меру. Тогdа порождающuй спшюр 1/J поверхности М 
удовлетворяет уравнеи·ию Дирака 
ИSо1 
о 
о 
Vso1 
в С и уравнен:шо Дирака с нулевЪtМu потенциалам·и : ЁJ-Ф1 = дфz = 
О, - в Во . Любая вектор-функция ф, удовлетворяющая урав-не­
нию Дирака на некотором множестве D С М, является поро­
ждающим спинором для некоторой поаерх1исти J: D -t Sol . 
Полагая Н = О, как следствие для всех трех случаев, получа.ем 
уравнения на порождающие спиноры миннмальных поверхностей. 
Функционал спинорной энергии на замкнутых поверхностях в 
Nil определяется выражением 
{ idz л dz Е(М) = } м UNi1 VNiI 2 · 
В работе доказывается, что он принимает вещественные зна­
чение, и его запись в геометрических терминах приводится в сле­
дующем предложении. 
Предложение 5. Функционал энергии для поверхности М 
в группе Nil равен : 
11(2 к 1) Е(М) = - Н + - - - dµ, 
4 м 4 16 
где К секционная кривизна касателъной плоскости в точке, 
dµ - элемент площади. 
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Во второй ~·лаве исследуются свойства функционала спинор­
ной энергии , оrrределенного в первой главе, и его связь с геоме-г­
рией поверхностей в Nil . 
Из существовав~ аналога дифференциала Хоnфа для nоверк­
ностей в Nil и в SL2 выводится, что всякая сфера постоянной 
средней крини>ны является сферой вращения, причем для каж­
цого значения средней кривизны Н существует одна такая сфер а 
(с точностью до пзометрий объемлющего пространства.) . Доказn.­
тельство такого аналога теоремы Хопфа для пространств S2 х IR 
11 Н2 х ~приведено в совместной работе Абреш~и Розенберга6 и 
переносится для поверхностей в Nil (см . §2.4) и SL2 . Из описания 
сфер постоянной средней кривизны в Nil выводится 
Теорема 4. Зна-чение функи,иона.л.а спинорной энергии 
Е(М) = - Н + - - - dµ 11(2 к 1) 
4 м 4 16 
на сферах nостояшюй средней кривизны в Nil не зависит от Н 
и равно 7Г . 
Для замкнутых поверхностей вращения в Nil функционал спи­
норной энергии можно представить в форме, позволяющей 110-
лу•шть оценки ·шачений функционала снизу. В диссертации это 
представление для спинорной энергии содержится в теореме 5 в 
§2.6 и прямыми следствиями этой теоремы являются следующие 
результаты . 
Следствие 6. Для сфер вращения Е(М) ~ 7Г и равенство до­
стигается, в mо'lности, 'ia сферах постоянной средt1ей кривнз­
нь~ . 
Следствие 7. Для торов вращенu.п Е(М) >О. 
Для произвольных замкнутых поверхностей, оценки снизу по­
ка нс известны, тем не менее в диссертации доказывается 
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Теорема 6. Сферы постоян:ной cpedueii. кривизн'Ы в Nil яв, 1.я -
10тся 'Критическими точками фу?-~кционала сntторной энерг 11.и 
Е. 
Из указанных выше свойств спектральной энергии следует, 
что она ~шляется правильным аналогом функционала Уилл~ю­
ра для поверхностей в Nil, хотя ее определение и было навеяно 
спектральной теорией оператора Дирака. 
К основным результатам второй главы можно отнести след­
ствия 6,7 и теорему 6. 
Третья глава посвящена изучению поверхностей постоянной 
средней кривизны в группе Nil. 
В терминах порождающих спиноров ф = (ф1 , Ф2) т , уравнения 
Гаусса·-Вейнгартена представляются в виде системы : 
а(~~) ( 
д ( ~~ ) = ( 
Vz - ~Hze-vea ве-v 
-еи О 
О ev 
в - v ~н -v а 
- е Vz - 2 ze е 
)(~~), 
)(~~), 
где ev := UNil = ~(IФ112 +IФ21 2 )+t(l ·Ф21 2 -IФ112 ), а В:= {-(2Н +i)A. 
Такая запись уравнений Гаусса-Вейнгартена отличается той, что 
использовалась в первой главе. 
Согласно следствию 2, если Н = const, то Adz2 и соответствен­
но Bdz2 - ~ голоморфные квадратичные дифференциалы . Пола­
гая Н = const, запишем условие совместности уравнений Гаусса­
Всйнгартена, воспользовавшись при этом голоморфностью В. Это 
условие будет иметь вид следующего уравнения. 
Vzz + e2v - 1в12е- 2v = о 
Рассмотрим поверхность постоянн_.?й средней кривизны в окрест­
ности неомбилической точки (где А=! О) . Сделав замену конформ­
ного параметра, можем считать, что в этой окрестности В = С, 
где С - некоторая нужная нам константа . 
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Дшюлннтельно на v необходимо наложить условие , 11рн ко-
1 ·ором существует решение ф = ( ф 1 , Ф2) т уравнений Гаусса­
ГЗейшартена, такое что ev = f(lt/J112 + IФ21 2 ) + ~( I Ф21 2 - IФ11 2 ). При 
Н """ О , таким дополнительным условием естественно окаэывается 
требование Re [ev] = О . 
Основными результатом главы является 
Теорема 8. Поверхностн постоянной ненулевой средней крtt­
виз~tы в некоторой окрестности неомбили-ческой точкн оnнсъt­
ваются решениями v = р + iф системы уравнений 
{
Vzz + 2sinh2v =О 
<Pi 'Р~ _ 2Н +i 
(coshp)2 + (sinhp)2 - 8 ( COS 2ЧJ - Re2H-i) 
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